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RESUMO

No presente trabalho, aplica-se 0 Método das Diferencas Finitas e 0s seus operadores
advindos da expansdo em série de Taylor, para posteriormente aplica-los em alguns
exemplos deviga, supondo que amesma se enquadra naTeoria de Euler para o compor-
tamento estatico. Tem-se como objetivo calcular asflechas adimensionais emuma viga
biapoiada, em umaviga engastada-livre e emuma viga biengastada.

Palavras-chave: Método das DiferencasFinitas. Viga de Euler. Método da Integracdo
Dupla.

THE METHOD OF FINITE DIFFERENCES APPLIED TO THE THEORY OF BEAMS

ABSTRACT

In thepresentwork, shows the Methodof Finite Difference sandtheiroperators
comingfromthe Taylor expansion series, and later applythemto some examples
ofthebeams, assumingthat it fitswiththetheoryof Euler for thestaticbehavior. It
hastheobjectivetocalculatethedimensionlessarrows in a beambi-supported, in a
beamclamped-freeandin a bi-clampedbeam.

Keyword: Finite Difference Method. Euler beam. Double Integration Method.
1INTRODUCAO
1.1 GENERALIDADES

Afalta de um estudo no campo numérico na graduagdo em Engenharia Civil torna-se, a
cadadia, umanecessidade, umavez que o graduando ndo tem familiaridade com a ferra-
menta matematica. Além de que, o Engenheiro Civil precisa entendercomo os softwares
realizam seus processos de calculo, em especial na drea da Engenharia Estrutural, onde
simplificacbes matematicas e a solucdo de problemas, que muitas das vezes ndo tem
solugBesanaliticas (exatas), sdo comunsde ocorrerem. Vale ressaltar que estudos nume-
ricos ja vémacontecendo em centros avancados de pesquisas, no Brasil e no Mundo.

* Graduado em Engenharia Civil — UFPA; Mestrado em Estruturas — UnB; Doutorado em Estruturas e Construc¢ao
Civil — UnB. Professor Titular da Universidade da Amaz6nia— UNAMA.
* Académico do Curso de Graduacdo em Engenharia Civil — UNAMA; Pesquisador de Iniciacdo Cientifica (UNAMA).
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Apesar de osmétodos numéricos seremaproximados, dependendodo nivel de
aproximacao dado pelo operador, podem ser tdo precisos quanto se queira. Existem
estruturas que sdo complexas para serem analisadas pelas técnicas das teorias classicas
(solucBes analiticas), portanto esse tipo de solucdo analitica se torna em alguns casos
impossivel de calcular sem que hajagrandese excessivas simplificagdes, resultando em
valores pouco apurados.

Osmeétodosanaliticos classicos permitem o calculo da resposta exata,como por
exemplo, das flechas,deformacdes e tensdes em todos os pontosde uma estrutura que
apresente uma problematizacdo “simples”. Neste contexto se insere a questdo central
que motiva o estudo do Método dasDiferencas Finitas (MDF),pois ele ndo se restringe
a problemasespecificose/ou particularizados.

O MDFe, de modo geral, os métodos numeéricos, permitem observacdesimpor-
tantes em termos computacionais para matrizes de coeficientesque serdo produzidas
quando o MDFfor empregado. Para a programacao de um software os métodos numeé-
ricos sao importantes, pois como ja dito, ndo se restringem a nenhum caso particular,
podendo assim ser empregados de forma segura e precisa, dependendo do grau de
refinamento do célculo.

As equacdes diferenciais que regem esses fendmenos sdo muitasvezes compli-
cadas e, em geral, ndo lineares. Segundo SOUSA (2006), torna-se necessario utilizar
procedimentos numeéricos paramontar solu¢desna formade equacgdes algébricas.

As solugbes numéricas estao relacionadas diretamente com os métodos
computacionais, estassolu¢des ganharam grande “espa¢o”na pratica e no proprio meio
académico ap0s o advento dos computadores. Sem divida tais solu¢des apresentam
iniUmeras vantagens sobre as demais. Em relacdo a solucéo analitica, janéo exige pro-
blemas relativamentesimples com tantas particularidades; e emrelacdo a solucéo ex-
perimental o tempo e o custo sdo consideravelmente reduzidos.

1.20 METODODAS DIFERENCAS FINITAS

Asolucdode uma equacdo diferencial emum dominio implica no conhecimento
dosvalores dasvariaveis estudadas, em todo o meio continuo. Paraisso, 0 MDF consiste
em resolver a equacéo diferencial em pontos discretos. Estes pontos sdo igualmente
espacgados, ou seja, a malha é regular(SOUSA, 2006).

Para transformacao dasequacdesdiferenciaisemformasdiscretizadase, poste-
riormente, em um sistema de equacdes algébricas, em funcdo dos valores da variavel
em cada no, é preciso aproximar asderivadas.Em resumo, o uso da técnica de Diferen-
casFinitasprocura escrever os operadoresdiferenciais em sua formadiscreta, ou seja,
em funcdo de valores pontuais da solugdo. O conhecimento da solu¢cdo, mesmo que de
formaaproximada, emalguns pontos da umaboa ideia da solu¢docontinua, a medida
gue essa nuvem de pontos € adensada o valor da resposta numérica se aproxima do
valor real(SILVA, 2008).
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1.3 OBJETIVOS
Os objetivos deste estudo sao:

e apresentaraequacgao que rege o comportamento estatico das vigas, pela teoria das
vigasde Euler, em funcdo dos operadores de Diferencas Finitas;

« obterascondi¢desde contorno nosvinculos dos apoios daviga, de modo alevar os
problemas relacionados a um sistema possivel determinado;

« aplicar o método das diferencasfinitasna equacao da vigade Euler, paraestudos de
caso nocomportamento estatico;

« calcularosvaloresdasflechas emvigasatraves da aplicagdo do Método das Diferen-
cas Finitas na teoria da viga de Euler, utilizando diferentes malhas a fim de que se
perceba a convergénciaparaa solucgao.

2 FORMULAQAO BASICA DO METODO DASDIFERENCASFINITAS (MDF)
Este método utiliza como técnica de solucéo de equacdes diferenciaisa substitui-
¢ao das derivadas por formas de diferencas finitas, que sdo obtidas pela expansdo em

série de Taylore truncamento ao nivel da ordem do erro desejada (SILVA; PEDROSO, 2005).

2.1 SERIE DE TAYLOR PARA FUNGCOES DE UMA VARIAVEL

f"Y(a)(x—a)"*

" 2
f(X):f(a)‘Ff,(a)(X—a)‘l‘M““l‘ +Rn
(1) 2! (n—1)!
Oresto apos ntermos, R , € dado por qualquer das formas seguintes:
a) Formade Lagrange:

R =1 (”)(cf()(xl -a)'

(2)
b) Formade Cauchy:

r - [M(E)x=¢)"(x-a)
3 (n—1)!

Ovalor x, que pode ser diferente nas duas formas, fica entre ae x. O resultado
determina se f(x) tem derivadas continuas de ordem n pelo menos.Asérie € infinita, se
lim R, =0 e é chamada de série de Taylor para f(x) em x = a. Se x = 0, a série é
freqlientemente chamada de série de Maclaurin. Essas séries, chamadas de séries de
poténcias, convergem para todososvaloresde xemalgum intervalo de convergéncia e

divergem para todos os valores dex fora desse intervalo (SILVA, 2008).
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2.2 APROXIMAGAO DAS DERIVADAS POR SERIE DE TAYLOR

A partirda equacdo (1), pode-se escrever:
2 2 3 3
f(x+Ax)= f(x)+£Ax+ d I (&x) +4 : (&%) +
@) f dg(f 2!2 é:ig(f 3!3
f(x—Ax):f(x)—d—Ax+d Z(AX) - 3(AX) +
5) dx dx= 2! dx> 3!

Trabalhando com dois termos das sériese operando asequacdes (4) menos (5):
df _ f(x+Ax)— f(x—Ax)

dx 2.AX
(6)

Fazendo Y = f(x) e usando a notacdo indicial tem-se o operador em diferencas
finitas paraa primeira derivada:

Ed_Y] _ Yi+1 _Yi—l
7 dx 2.AX

Aequacdo (6) pode ser interpretada geometricamente como segue a Figura 1,
umavez que:

o={ - () (5
(8) i i

Aequacdo (7) € conhecida como diferencial central e ha, também, a diferencial

para frente e a diferencial para tras, definidas a seguir. Vale ressaltar que a diferencial
central temmelhor acuracia para asolugdo exata.

Figura 1 - Interpretagcdo geométricaparaa derivada.

i-1

iAx?Axi

V-

i-1 i i+1
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a)Diferencial para frente:
d_Y _ Yi+1 - Yi
dx ) AX

9)

b)Diferencial para tras:
d_Y _ Yi—l - Yi
dx ) AX

(10)

O operador em diferencas finitas para a segunda derivada pode ser obtido so-
mando as equacoes (4) e (5) com os trés primeiros termos da série:

d?f  f(x+Ax)—2f(x)+ f(x—Ax) o (9] Y =204V,
dx? (AX)? dx* ) (Ax)’

(11)

O operador em diferengas finitas para a terceira derivada pode ser obtido a
d*f
dx?

partir da equacao (6), chamando f(x) de

1
e :m[f(x+2Ax)—2f(x+Ax)+2f(x—Ax)— f(x —2ax)]

d’y 1
(dxg ] = 2(AX)3 [Yi+2 —2Yi, +2Y, _Yi—2]

(12)

O operadoremdiferencasfinitas paraaquarta derivada pode serobtido a partir
da equacéo (11), chamando f(x)de :

(13)
3REPRESENTAGAODAS CONDICOES DE CONTORNOPARA O MDF

As condi¢des de contorno no método das diferengas finitas tém a funcéo de
diminuir onimero de varidveisno sistema de equacdes,através devalores conhecidos
naquele ponto daviga, e/ou relacionar pontosfora da viga (nés artificiaisda malha de
diferencas finitas) a pontos no seu interior, levando sempre a um sistema possivel
determinado para problemas estaticos.

Tragos, Belém,v. 13, n. 27, p. 9-23, jun. 2011




14

3.1CONDICOESNO APOIO DE 3° GENERO (ENGASTE)

a)Flechanoengaste é zero: Y, =0
Yi+1 _Yi—l _

b) Rotagéo no engaste é zero: a¥ P = 0 =Y, =Y,
dx 2.AX
3.2 CONDICOES NOSAPOIOS DE1° GENERO E DE 2° GENERO
a)Flechanoapoio ézero: Y; =0
d?y Y . —2Y +Y.
b) Momento noapoio é zero: ;= 1 -0 =Y,=-Y_
) p (dXZ ] (AX)Z 1 1

3.3 CONDICOESNAEXTREMIDADE LIVRE

2 Y., —2Y, +Y,
d Y}: = T =0 =Y, =2Y,-Y,

a) Cortante na extremidade livre € zero: | —; >
dx (Ax)

b) Momento na extremidade livre é zero:

ddy 1
(dxs’ ] = 2(AX)3 [Yi+2 =2, +2Y _Yi—Z]: 0 =V, -2Y,+2Y,-Y,,=0

3.4 CONDICOESNO APOIO DESLIZANTE

a) Rotacdo noapoio é zero: (d_Yj ‘ :u =0 =V, =Y,
dx ) 2.AX e

b) Cortante no apoio € zero: av)_ L[Y. s =N A2, —Y,,]=0 =Y., =Y,
dX3 : 2(AX)3 1+ 1+ 1— - 1+ -

4ESQUEMA DE SOLUCOES

Asequacdes(7), (11), (12) e (13) sao representadas esquematicamente na Tabe-
la 1, incluindo seu respectivo 1° termo de erro Gl), medido em Dx.As condi¢des de
contorno definidase deduzidas no item anterior, também sdo esquematizadas e mos-
tradasnaTabela 2.
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Tabela 1- Representacdo esquematica paraa diferenca central.
Célula 1° termo do

Operador

Aproximado (coeficientes) erro: €,

@/dx) 2(%[@ @ +1 - % (@xy ¥’

©OF

) o o g e
€i) 2(;7@ (D——G él CAY
€4 (Ai)“ b D—(—® @I AR

Tabela 2 - Representacdo dascondi¢gdes de contorno paraadiferenca central.

Tipo de apoio Condi¢Bes de contorno
e %ﬁ Y =0
) Yia =Yia
i-1 i i+1
o é Y, =0
Yia=—Yia
i1 i+1
cy- Eﬁ Yig =Yy
) Yi+2 =Yi—2
-2 -1 0 i+l i+2
o H i H % Yi+1 = 2Y| _Yi—l
I Y., =4Y, —4Y,, +Y,,
2 k10 i+l 42

5 APLICACAO DO METODO DAS DIFERENCAS FINITASNAVIGA DE EULER

Para uma relacdo muito pequena, entre a altura da se¢éo transversal de uma
viga (h) e seu comprimento (L), defini-se aviga de Euler. Esta se caracteriza por conside-
rar apenas os efeitos de flexdo devido a tens@o normal, ou seja: os efeitos da tenséo de
cisalhamento néo serdo considerados na equacéo diferencial governante que repre-
sentard o problema.
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A equacao diferencial governante para o comportamento estatico da viga de
Euler submetida a um carregamento q(x) é a seguinte:

d*v
El i =q(x)

(14)

Dividi-se a equacao (14) por (E):

d*v_qx)
dx* El
(15)

Aplica-se o método das diferencas finitasna equacéo (15), ver Tabela 1:

1 q(x)
Y., —4Y. , +6Y, —4Y,, +Y, ,|="—~*
(AX)4 [ 2 1 1 2] El
(16)
Multiplica-se a equacdo (16) por:
Y., —4Y_, +6Y, —4Y _ +Y, ,=A;comA= L)I().Ax“

(17)

Destaque-se que a equacao (17) representaa equagao governante parao com-
portamento estatico da viga de Euler por diferencas finitas.

5.1 ESTUDOSDE CASOS

Aplica-se atécnica de resolugéo pordiferencas finitas para aequacdo de equili-
brio estatico da viga de Euler, equacéo (17). Utilizam-se malhas com diferentes nime-
ros de ndsa fim de se perceber a convergéncia, com a utilizagdo do MDF, para as solu-
cOes analiticasexatas das flechas. Considere uma viga, com mddulo de elasticidade E,
momento deinércia | ecomprimento L, submetida a um carregamento uniformemente
distribuido q(x). Objetiva-se calcular as flechas que surgem no vao da viga.

Tragos, Belém,v. 13, n. 27, p. 9-23, jun. 2011
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5.1.1VigaBiapoiada

Figura 2 - Viga biapoiada e discretizada com 5nds emdiferencas finitas
(comportamento estatico).

q(x)

LQXZI_,«% Ax=L/4 Ax=L/4 QXZL/4J

= %% Deseja-se calcular a flecha no meio do véo (i=2).

Substituindo, respectivamente, i=1,i=2 e i=3, naequacao (17), resultaem:

Y, —4Y, +6Y, —4Y, +Y, =1
Y, —AY, +6Y, —4Y, +Y, = A
Y, —4Y, +6Y, —4Y, +Y, = A

(18)
Condi¢desde contorno, ver Tabela 2:

No apoio de 2° género (i = 0): {Y‘ =0 ;@ {YO =0
g

Yi+1 = Yl = _Yfl
Yi = 0 Y4 == 0
Noapoiode1°género(i=4): |y _ v = Vo —_Y
i1~ i 5 '3

Substituindo ascondig¢des de contorno naequacéo (18), obtém-se:

5 -4 17(Y,)] (4
—4 6 —4[Y,r=44
1 -4 5(lY,] |4
—_— =
A X B

(19)
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Tem-se, portanto, um sistema de equagfes do tipo: AX = B, aserresolvido.

7 X L
Asolugéo deste sistemafomece:Y, = 5/1 .Como 4 = %-AX4 eumavezque AX = "

(ver Figura 2), encontra-se o seguinte valor para a flechano meio do vdo daviga:

4 4
Y, = _at ~ 0.0137&
512 El El

(20)

Asolugdo encontrada, equacéo (20), representaa flecha no meio do vao desta
viga, aproximada na flexdo de vigas de Euler pelo método as diferencas finitas. Esta
aproximacao serd melhor a medida que se aumenta o nimero de nés na malha de
diferencas finitas. A Tabela 3, a seguir, mostra a convergéncia deste método para a
solucdo exata analitica, commalhasem ordem crescente de refinamento (3,5,7,9, 11 e
19nés na malha de diferencas finitas).

Tabela 3 - Convergénciado método das diferencasfinitas no calculo
dasflechaspara viga biapoiada.
Flechas adimensionais:

W) =Y

B - |

Solucdo Numérica: MDF
Solugdo | Malha com | Malha com | Malha com | Malha com
_ Malha com | Malha com
Analitica 3 5 7 9
11 n6s 19 n6s
nos nés nés nés
Y(L/2) 0.0156 0.0137 0.0133 0.0132 0.0131 0.0130
. = 20% E. =540 | £,=23% | 22=15% | =, =0.8% £ = 00%
=0.0130
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Figura 3 - Convergéncia do Método dasDiferengasFinitasno célculo
dasflechaspara viga biapoiada.

Viga Bi-apoiada

0.016

s 4‘ 0.0156
0.015 \
Q 0.0145 \
S\
B“ 0.014
w7
e —+—Método Numérico
M —-Método Analitico
_ 0.0131 _0.0131 | 0.0131 | 0.0131
0013 I = & o ) T & ————— 0.013
0.0125
0.012
0.0115
3 5 7 9 11 13 15 17 19
Malha
5.1.2VigaEngastada-Livre
Figura 4 - Viga engastada-livre e discretizada com 5nés em diferencas finitas
(combportamento estatico).
q(x)
—— —a _— — —
-1 0 1 2 3 < S 6

L ax=L/ 4 Ax=L/4 Ax=Ls4 A><=L/4J
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* %% Deseja-se calcular a flecha no meio do vao (i=2) e na extremidade livre
(i=4). Analogamente ao caso anterior:

Tabela 4 - Convergéncia dométodo das diferencas finitasno calculo das
flechas paravigaengastada-livre.

Flechas adimensionais: Y(x) = Y(x)/q_ﬁ

" EI

Solugdo Numérica: MDF
Solucéo Malha com Malha Malha Malha Malha
. Malha Malha
Analitica 5 com?7 com 11 com 13 com 15
com 3n0s com 9nds
noés nés nés nés noés
w(L/2) | 0.0625 0.0488 0.0463 | 0.0454 | 0.0450 | 00448 | 0.0446
Fz =41% g = 10% Fr=45% |5, =20% |, =1.8% | e =1.1% | 55 =0.7%
=0.0443
y(L) 0.1563 0.1328 0.1285 | 0.1270 | 0.1263 | 01259 | 0.1256
£r=25% | £2=6.2% | 5, =2.8% |2z =1.6% | 2z =1.0% | 62 =0.7% | &5 = 0.5%
=0.1250

Para melhorvisualizar a convergéncia do método numérico (MDF) para o valor
analitico, ilustram-se osresultadosna Figura 5.

Figura 5 -Convergéncia do Método das DiferencasFinitasno calculo das
flechas paraviga engastada-livre.

Viga Engastada-livre

0.16

4\
0.14

0.08

11

Malha

—+—M¢étodo Numérico (L/2)  —#—Método Analitico (L/2) —#—M¢étodo Numérico (L) *-Método Analitico (L)
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5.1.3Viga Biengastada

Figura 6 - Viga biengastada e discretizada com 5n6s em diferencas finitas
(comportamento estatico).

q(x)

%04 Deseja-se calcular a flecha no meio do vao (i=2). Analogamente aos casos anterio-

L Ax=L/4 Ax=L/4 Ax=L/4 A=l /4 ._‘

res:
Tabela 5 - Convergéncia dométodo das diferencas finitasno calculo das
flechas paraviga biengastada.
Flechas adimensionais: f(x) = Y(xj/w
Solugdo Numérica: MDF
Solucdo Malha | Malhacom Malha
Malha Malha Malha Malha
Analitica com1l | 13,15el17 | com19
com 3nds | com 5nds | com 7nds | com 9nods ]
nos nos nos
wW(L/2) | 00078 | 00039 | 00032 | 0.0029 | 0.0028 | 0.0027 0.0026
Ep=200% | 55 = 30% g = 2304 g = 1204 | =5 =8B gz =4.8% gz = 0%
=0.0026

Para melhorvisualizar a convergéncia do método numérico (MDF) para o valor

analitico, ilustram-se osresultadosna Figura 7.
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Figura 7 - Convergéncia do Método das DiferengasFinitasno célculo das
flechas paraviga biengastada.

Viga Bi-engastada

& 0.0078
0.007 \
0.006 \
0.005

e .0039 Meétodo Nm#lco
—i-Método Analitico

W(L/2)

0.0032

0.0029
0.003 MARY 0.0027 0.0027 0.0027
| L L i i 0.0026

3 5 7 9 11 13 13 17 19

Malha

6 CONCLUSOES

A partir dosresultados obtidos neste estudo, algunscomentarios e conclusées

podem ser evidenciados:

1)

2)

3)

O métododas diferengas finitasaplicadoa equacao diferencial governante de vigas,
no estudo do comportamento estatico, levaa sistemas de equagdes que permitem a
determinacdo dasflechas em qualquer ponto desta viga (Silva & Pedroso, 2005);
Aequacdo diferencial governante para vigasde Euler, quando tratada pela técnica
de diferencas finitas, no estudo do comportamento estatico, € do tipo: , onde A
representa a matriz de coeficientes a flexao;

A Tabela 3 e a Figura 3 mostram que, com 0 aumento do nimero de nés na viga
biapoiada, setemuma melhor aproximacdodo valor da flecha numérica em compa-
racao ao valoranalitico. Entretanto, notou-se que somente a partir da malhacom 19
nos os valores convergiram, com a precisao de 4 casas decimais, para que 0 erro
percentual sejanulo;

No estudo de caso de umaviga engastada-livre a Tabela4 e a Figura5 mostram que
paraamalhacom 3 nés, ovalor da flechano meio do vdo converge maisrapido para
o valor analitico em relagdo ao valor que converge a flecha da extremidade livre,
entretanto para amalha com 15 nos esta diferenca é quase que irrelevante;

No estudo de caso de uma viga hiprestaticaa Tabela 5 e a Figura 7 mostram que o
valor da flechano meio dovéo, paraa malhacom 3 néspossui umerro relativamente
alto, contudo a medida que a malha é mais discretizada (refinada) este erro diminui
quase que pela metade a cada refinamento de malha. Percebe-se também, que as
malhas com 13, 15 e 17 n6s apresentam o mesmo valor(com 4 casas decimais) para a
flecha adimensional no meio do vao.
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