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52 Postulado de Euclides e as
Geometrias Nao - Euclidianas

Pedro Sa. Professor do Departamento de Matematica ¢ Estatistica

RESUMO: O presente artigo traga uma linha evolutiva da geometria e destacando o papel do
59 Postulado de Euclides para o surgimento das Geometrias ndo-euclidianas e apresenta um quadro
comparando alguns resultados das geometrias hiperbolicas, parabolicas e eliptica.

A geometria tem suas raizes nas remo-
tas eras dos primeiros homens. Através do
processo de conquista do meio ambiente para
sobrevivéncia, o homem foi tendo contato
com variadas formas de objetos e este contato
proporcionou a abstragao(idealizagao) de for-
mas perfeitas como circulo, quadrado, esfe-
ras entre outras.

Devido a necessidade das civilizagdes
de se planejarem e se organizarem, o homem
desenvolveu técnicas para determinagdo de
volumes, dreas e comprimentos. No livro de
Ahmes, um manual para secretarios do Egito
antigo, sdo apresentadas técnicas de célculo
de volumes e areas.

A engenharia também contribuiu para
o desenvolvimento de idéias geométricas.
E sabido que os egipcios e babilonios ja
conheciam com grande precisdo a relagio en-
tre o comprimento da circunferéncia € seu
didmetro e usavam o que chamamos de
Teorema de Pitdgoras nas suas construgoes.

Herodoto, o pai da histéria, diz que a
geometria surgiu no Egito como conseqiién-
cia de medir as terras, anualmente, apos as
enchentes do Rio Nilo.

Podemos entdo acreditar que a geome-
tria teve sua origem e desenvolvimento nas
diversas atividades humanas.

Entretanto, em dado momento, a
geometria passou também a ser objeto de
estudo dos filésofos gregos como Tales de
Mileto, Democrito entre outros, como con-
seqiiéncia disto, os resultados e observagoes
oriundos da pratica foram transformados
gradati-vamente em dedugdes logicas.

A Tales é dado o titulo de 1° Verda-
deiro Matematico, por ter feito as primei-
ras demonstracdes de teoremas que entre
outros sdo:

B Um angulo inscrito em um semicirculo €
reto;

B Angulos opostos pelo vértice sdo
congruentes;

B Um circulo ¢ bissectado por um diametro;

B Os angulos da base de um triangulo
isésceles sdo iguais.

Com a criagdo da biblioteca de
Alexandria seu bibliotecario, Euclides, pu-
blicou, por volta de 400 a.C., um livro
intitulado Os Elementos, que reunia toda
matematica em 465 proposigdes envolvendo
toda geometria plana, geometria espacial, e
algebra geométrica grega de sua €poca, com
uma novidade marcante que € a apresenta-
¢do axiomatica da geometria.
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Para apresentar a geometria de forma
axiomadtica, Euclides baseou-se em cinco
axiomas, verdades evidentes por si mesmas
e comum a todos os campos de estudos, e
postulados, verdades evidentes por si mes-
mas de um campo particular de estudo.
Atualmente em matematica, postulados e
axiomas sdo sindnimos.

Os axiomas e postulados apresentados
por Euclides sdo:

B Axioma 1: Coisas iguais a uma mesma coi-
sa sdo iguais entre si.

B Axioma 2: Adicionando iguais a iguais,
obtém-se resultados iguais.

B Axioma 3: Subtraindo iguais de iguais
obtém-se resultados iguais.

B Axioma 4: Coisas que coincidem uma com
a outra sdo iguais.

B Axioma 5: O todo ¢ maior que as partes.

B Postulado 1: De qualquer ponto pode-se
conduzir uma reta a qualquer ponto dado.

B Postulado 2: Toda reta limitada pode ser
prolongada indefinidamente em linha reta.

B Postulado 3: Com qualquer centro e qual-
quer raio pode-se descrever um circulo.

B Postulado 4: Todos os angulos retos sdo
iguais.

B Postulado 5: Se uma reta cortando duas
outras, forma angulos interiores de um
mesmo lado menores que dois angulos
retos, entdo as duas retas, se prolongadas
indefinidamente, encontrar-se-do na parte
em que os angulos sdo menores que dois
retos.

Ao contrario das teorias axiomaticas
atuais, Euclides nfo usou entes primitivos,
definindo ponto como “ aquilo que ndo tem

partes”, reta como “um comprimento sem
largura” e plano sem “aquilo que sd tem
comprimento e largura”. As defini¢des
Euclidianas de ponto, reta e plano sdo va-
gas, para o rigor de hoje, e levam circulos
viciosos.

Entretanto, para os gregos a geometria
ndo era um estudo abstrato, e sim um estudo
sistematizado do espago material idealizado.
Desse modo, as defini¢des de ponto e reta
Euclidianas sdo originadas em idealiza¢des
de coisas como um grdo minusculo € um fio
muito fino esticado.

Uma primeira apresentagdo dos postu-
lados de Euclides ja destaca a forma do
5% em relacdo aos demais.

Seu enunciado o diferencia dos outros,
ja que é bem mais complicado e extenso.
Além de ndo parecer tio dbvio e evidente
como os demais.

Alguns contemporaneos de Euclides
achavam que o 5° postulado poderia ser uma
conseqliéncia dos demais, ou seja poderia ser
um teorema enquanto outros achavam que
nao havia necessidade do 5° postulado para a
axiomatizag¢do da geometria.

Como a credibilidade de uma teoria
axiomatica, ou seja, dos teoremas, depende
diretamente da credibilidade dos axiomas e
postulados que os precedem, muitos
matematicos, desde a publicagdo dos
Elementos, tentaram, por mais de 20 séculos,
superar as duvidas que pairavam sobre o
5¢ postulado. Tentando construir uma
demonstragdo a partir dos postulados
anteriores ou substituindo-o por outro. Na
tentativa de substitui-lo por um postulado
mais evidente sem enfraquecer o sistema,
surgiram alguns, entre eles os seguintes:
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1 - Por um ponto fora de uma reta pode-se
passar uma unica paralela a reta dada.

2 - A soma dos angulos internos de um tri-
angulo qualquer ¢ sempre igual a dois an-
gulos retos.

3 - Trés pontos ndo colineares determinam
um circulo.

O primeiro enunciado acima assumiu o
lugar do 5° postulado desde o século XVIII e
por este motivo, até hoje o 5° postulado ¢
chamado de Postulado das Paralelas. Contu-
do a duvida sobre a validade do 5° postulado
durou até o século XIX.

Na procura de uma demonstragdo da
validade do referido postulado, o jesuita ita-
liano Girolano Saccheri apresentou um tra-
balho que pretendia demonstrar através da
redugdo ao absurdo a validade do 5 postula-
do. O plano da demonstragao foi o seguinte:
Admitiu como verdadeiros os quatro primei-
ros postulados, negou o 5?2 e assim esperava
construir uma contradigéo.

Como as 28 proposigdes iniciais dos
Elementos ndo necessitavam do postulado
negado. Saccheri empreendeu o estudo do
quadrilatero ABCD, da figura abaixo,

D C

A B

onde os angulos A e B sdoretose AD e
BC iguais. Tragando as diagonais ACe BD e
usando teoremas de congruéncia, mostrou
facilmente que os angulos D e C sdo iguais.
Havendo trés possibilidades a saber:

1 - D e C sendo agudos ;
2 - D e C sendo retos ;
3 - D e C sendo obtusos.

Saccheri referiu-se as possibilidades
acima como Hipotese do angulo agudo,
Hipétese do angulo reto e Hipdtese do angulo
obtuso. E como Saccheri assumia o postulado
da infinidade da reta, a Hipotese do angulo
obtuso foi prontamente excluida. Entretanto,
o caso da Hipdtese do angulo agudo mostrou-
se mais dificil. Neste ponto, Saccheri forgou
uma contradi¢do no desenvolvimento de suas
idéias através de nogdes nebulosas sobre
elementos infinitos. Fracassando assim o seu
intento.

Hoje sabemos que Saccheri nido poderia
chegar as contradi¢des desejadas € que na
realidade demonstrou, sem saber, teoremas
classicos da chamada geometria nao-
euclidiana. Talvez sua vontade de achar uma
contradi¢do ndo tenha permitido afirmar sua
incapacidade de alcanga-lo e por isso seu
trabalho foi logo esquecido.

Acredita-se, hoje, que foi Gauss quem
primeiro descobriu a possibilidade da
construgdo de outras geometrias além da
Euclidiana. Porém, nunca publicou os
resultados dessa descoberta, talvez por receio
das repercussdes em torno de seu famoso
nome.

Ja o hungaro Bolyai e o russo
Lobachevsky publicaram, independen-
temente, seus trabalhos sobre uma nova
geometria, onde ndo valia o 5° postulado e
ndo havia contradigdo.

No ano 1832, a Ciéncia Absoluta do
Espacgo de Bolyai apareceu como um apéndice
de 26 paginas num trabalho de seu pai.
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Lobachevsky publicou sua Pangeo-
metria, na Russia, em 1829 e 1830, porém
essas publicagdes s tornaram-se conhecidas
a partir de 1855, quando publicada em Fran-
cés. A questdo da independéncia do 5° pos-
tulado s6 foi estabelecida, inquestiona-
velmente, quando foram fornecidas demons-
tragdes de consisténcia da Hipotese do angu-
lo agudo, nos trabalhos de Beltrami, Caeley,
Felix Klein e Poincaré entre outros.

Em 1854, Riemann, ex-aluno de Gauss,
mostrou que descartando a infinitude da reta,
admitindo-a somente limitada e fazendo pe-
quenos ajustes nos demais postulados e ad-
mitindo a Hipdtese do dngulo agudo, pode-
ria construir uma geometria nio-euclidiana
consistente.

As geometrias de Bolyai e
Lobachevsky, de Euclides e de Riemann fo-
ram chamadas por Kliein, em 1871, de Geo-
metria Hiperbolica, parabodlica e eliptica res-
pectivamente. Hoje, sabemos que qualquer
modelo geométrico criado sera equivalente
a um dos trés mencionados acima.

E importante ressaltar que até o
surgimento das geometrias ndo-euclidianas
acreditava-se que o espago era uma estrutura
ja existente no espirito humano, que os pos-
tulados euclidianos eram juizos a priori im-
postos ao ser humano, e que sem tais postu-
lados era impossivel qualquer raciocinio con-
sistente sobre o espago.

Um grande efeito das Geometrias ndo-
euclidianas foi o despertar da matematica no
seu todo como uma criagio arbitraria da men-
te humana e ndo como algo necessariamente
ditado a nos pelo mundo em que vivemos.
Cantor afirmou: “a esséncia da matematica
esta na sua liberdade”.

Apesar da liberdade que as geometrias
nio-euclidianas trouxeram a matematica, sua
aplicabilidade parecia impossivel. Até que a
geometria de Riemann foi utilizada como
modelo para relatividade de Einstein, mos-
trando assim, definitivamente, que o espago
nao é, absolutamente, euclidiano.

Apresentamos agora para finalizar, um
quadro comparativo entre as geometrias.

Geometria Geometria Geometria
Parabdlica Hiperbdlica Eliptica
Dois Pontos determinam uma uma uma ou mais reta
Toda reta é Infinita Infinita Finita _
Um ponto e uma distancia um um um Circulo
determinam
Todos os angulos retos sao iguais iguais iguais -
Um ponto fora de uma reta somente uma mais de uma nenhuma Paralela a
determina reta dada
A hipétese de Saccheri valida é angulo reto angulo agudo angulo obtuso -
Duas retas distintas e sdo paralelas sdo paralelas interceptam
perpendiculares a uma mesma -
reta
Linhas Paralelas sdo nunca sdo néo existem
eqliidistantes equidistantes
Uma Linha é separada em é separada em nédo é separada
duas partes por | duas partes por em duas partes -
um ponto um ponto por um ponto
Dois Triangulos que tem angulos semelhantes congruentes congruentes -
correspondentes iguais sdo
A razdo entre o comprimento e 0 iguala = maior que w e menor que © e
didmetro de uma circunferéncia aumenta com a diminui com a -
area da area da
circunferéncia circunferéncia
As somas dos angulos internos igual a menor que maior que 180 graus
de um tridngulo é
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