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AS SURPRESAS DO INFINITO

*Pedro Franco de Sd

RESUMO: Este artigo faz um breve apanhado histérico dos
conjuntos infinitos, e mostra alguns resultados, a primeira
vista inveridicos, sobre os conjuntos enumerdveis e dd
exemplos de conjuntos ndo - enumerdveis.

Na Grécia Antiga um dos seus axiomas
dizia que “o todo é sempre maior que as partes”,
isto era aceito para todas as espécies de todo finito
ou infinito.

A primeira pessoa a chamar a atengdo
para o problema desse axioma nos conjuntos
infinitos foi Galileu Galilei no seu trabalho
“Didlogo Referente as Novas Ciéncias” de
1636. Neste trabalho Galileu mostra que o niimero
quadrado € igual ao de niimeros. E diz que a idéia
de menor, maior do que ou igual a usada no campo
finito.

Em 1820, quase 200 anos depois dos
“Didlogos de Galilei”, surge um tratado do
alemdo Bolzano intitulado “Os Paradoxos do
Infinito” , que também ficou esquecido.
Entretanto temos que creditar a Bolzano a criagdo
do conceito Poténcia de um conjunto, que € o
seguinte:

Y“Definicdo-1: Dois conjuntos A e B tém a mesma
poténcia se existe uma bije¢do de A em B.
E facil mostrar que a equipoténcia é uma
relagdo de equivaléncia.
Em 1878, 58 anos apds “Os Paradoxos”
de Bolzano, George Cantor estudou
sistematicamente o conceito de poténcia de um

conjunto, chegando a resultados surpreendentes.
No tempo de Cantor, o infinito era apenas
um simbolo para expressar que hé limites de certas

razdes que sio tdo proximas quantas as outras e
que outras podem crescer além de qualquer limite.
Essa posicéo era defendida veemente por Gauss,

o que foi um grande obstaculo para as idéias de

Cantor.

Cantor, continuando de onde Galileu
parou, mostrou que ¢ possivel estebelecer uma
correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos
infinitos, mesmo que um esteja contido no outro.

Um exemplo simples é dado no caso dos
naturais e dos naturais pares. Os naturais pares
estdo contidos nos naturais e a fungéo:

f: N — Pares

f@m=2n

¢ uma bijegdo, mostrando que a “quantidade” de
naturais é mesma de pares.

E facil mostrar que ha também a mesma
quantidade de naturais e impares, basta tomar
f(@m=2n-1

Como antes de Cantor o infinito era
apenas mais um simbolo, foi preciso uma definigéo
para infinito.

@ Vejamos duas defini¢des que
auxiliaram a construgo da defini¢@o de infinito.

¥ Defini¢do -2:
Chamamos de I_o conjunto de naturais dado por
L ={1;23.m}

¥ Defini¢do-3 :
Um conjunto A ¢ finito se € vazio ou
equipotente a um [ .

Y% Defini¢do-4:
Um conjunto A ¢ infinito se néo ¢ finito.
@ Vejamos agora alguns exemplos de
conjuntos equipotentes.
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@ - O conjunto dos inteiros é equipotente

@ [0,1] éequipotentea [ 0,1[

De fato, f:N—>Z
fn) =

n-1, n é impar
2

-n, népar
2

demonstra a equipoténcia entre N e Z.

@ - O conjunto dos racionais é quipotente
aos naturais.

De fato, tomando

f:Q—>N

f (m) =lm+n-2)(m+n-1)+m
n 2
fica demonstrada a equipoéncia entre Q e N.

®[ 0,1] é equipotente a ]0,1]

v'De fato, fazendo A=[0,1] - {0,1,1/2,1/3, ...}
=10,1[- {1/2,1/3,1/4....}

® Podemos afirmar que:
[0,11={0,1,1/2,1/3. UA e
10,1[={1/2,1/3, 1/4 .} UA

v’ Agora consideramos a fungio:

f: [0,1] — ]0,1[definida pelo diagrama abaixo:

{0,1,1/2,1/3, .3 UA

44 &
(1/2,1/3,1/4,1/5..3 U A

v'ou seja:
f: [0,1]— ]0,1[ € dada por:

r

1 ;3 se x=0
2
f(x)=< 1 ;. se x=1,neN
n+2 n
X ;ose x# 0,x # 1

n

v’ como f¢é bijetora, entdo [0,1] é equipotente a 10,1[
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v'De fato, fazendo A=[0,1]- { 0,1,1/2, 1/3, .....}
=[0,1[-{0,1/2, 1/3,1/4.}}

Podemos afirmar que:
[0,1]={0,1,1/2, 1/3....} A e
[0,1[={0,1/2,1/3,1/4 ..} UA

v'Agora consideramos a fungdo:
f:[0,1] = ([0,1] definida pelo diagrama abaixo:
{0, 1,1/2,1/3, ...} UA

RN Lo,
{0, Y%, 1/3,1/4,.....} U A
ou melhor:

f: [0,1] —> [0,1] é dada por:

; se x = n € N

L 1
ntl n
f(x)=
X ; sex % 1 ,n €N
n

v'como f é bijetora, entdo [0;1[ € equipotente
=a[0,1[

® [0,1] € equipotente [0,1]

v'De fato, a fungio:

f=10,1]— ]0,1] dada por:

f(x) = 1 - x é bijetora, logo [0,1] ¢ equipotente
a0,1]

v'Dos exemplos ®,® e ®e pela transitividade

darelagdo de equipoténcia podemos concluir que:

[0,11,10,171,10,1] e [ O,1[, sdo equipotentes.
Aos conjuntos equipotentes aos naturais

foi dado o nome de enumeraveis.

@ Vejamos alguns resultados sobre os

conjuntosenumeraveis:

- Proposicio 1:

Todo subconjunto infinito de um conjunto
enumeravel é enumeravel.
ADemonstragdo :
Seja B um subconjunto infinito do conjunto

enumeravel A={a, a,..a,.}esea:
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n, 0 menor indice tal que an, € B;
n,0 menor indice tal que an, € B; {an, };
n,o menor indice tal que an, € B; {an, ,an, };

n, o menor indice tal que a,e€ B—{a ,an,, an_};n_ ¥

v'Como B € infinito, a diferenga :

B-{a ,a , a }#d, V keNe

n2 nk-1
V n, ,existe paratodo k € N
1
A fungdo f: N — B, dada por:
fk) = a s

v' Portanto B é enumeravel .

V Kk € N é bijetora¥

uma consequéncia imediata é que o conjunto de
primos ¢ enumeravel.

- Proposicdo 2 :
Todo o conjunto infinito tem um
subconjunto enumeravel.

% Demonstragio:

Seja A um conjunto infinito. Escolhamos
em A o elemento a, e sejaa, € A-{a}.Escolhamos
no conjunto A - { a, a,} oelemento a, esejaa, €
A-{a, a,a},eassimpor diante. Definindo deste
modo, o elemento a, | € A, seja a, um elemento
de A-{a a, a, }. Esteclementoa existe
paratodo k € N, pois, como A € infinito, a diferenga

Ay a, a,

conjunto { a, k € N }, assim construido é um
subconjunto enumeravel de A.

- Proposi¢ao®:

a_ t# &, V keN. Portantoo

A unido de um conjunto finito com um
enumeravel € enumeravel.

& Demonstragdo:
Sejam os conjuntos A e B, sendo A finito
com k elementos ¢ B enumeréavel :

A={aa ajeB={bb, b }

k, ...
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A fungdo f* N - A U B, dada por:

a, sel<n< k
fm =

b, sen>k+lI
¢ bijetora
% Logo A U B ¢ enumeravel.

- Proposicao @:

A unido de dois conjuntos enumeraveis
¢ enumeravel.

% Demonstracio:
Sejam os conjuntos enumeraveis
A={aa, a, 6 JeB={bb, b }

A fungdo f: N > A U B, dada por:
a ,_sen=2k, VvV k € N

k

fm)=
b ;sen=2k-1 ke N

k

€ bijetora
@ logo A U B é enumeravel.

- Proposi¢ao ® :

O conjunto N x N € enumeravel
& Demonstra¢io:

A fungfo f: N x N—N, definida por:
fmnpn=2m" 3", ¥ (m,n) e NXN¢
injetora. Como o dominio de toda a fungdo

bijetora é equipotente a sua imagem, temos:
NxN € equipotente /> NxN)c N

Como N x N ¢ infinito, segue que /(N X N) ¢ um
subconjunto infinito de um conjunto enumeravel,
pela Proposicdo®

f(N XN) ¢é enumeréavel o que implica N XN
enumeravel.
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(- Proposi¢ao®:

Se A e B sio enumeraveis entdo AXB ¢
enumeravel.

Y Demonstragio:

Sejam A e B enumeraveis entfo existe

f:N — A bijetora

g :N — B bijetora

A fungdo h: N x N — A X B dada por:

h (mn) =(f(m), gn)), V (mn)eNXN,¢
bijetora, entéo,

A X B eN X N sio equipotentes

& Logo, A X B é enumeravel

Mas, pela proposicéo ® NX N¢éenumerivel.

v Como ja vimos N, Z e Q, sdo equipotentes,
sera que N ¢ equipotente a IR ?

Estéa indagagdo tem resposta negativa, através do
seguinte teorema de Cantor.

TEOREMA ®: Teorema de Cantor

O intervalo [0,1], ndo €é enumeravel.

Antes de apresentar a demonstrag@o do Teorema,
veremos mais dois resultados sobre intervalos.

- Proposicao®:

1) [0,1] é equipotente a [a,b]
2) [0,1] é equipotente a [a,b[
3) ]0,1] é equipotente a Ja,b]

4)10,1[ é equipotente alJa,b[ , v a<b
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& Demonstracio:
Como as fungdes:

f, :[0,1]—> [a,b]
f(x)=a+(b-a)x;

f,: [0,1[ = [a,b[ -
f,x)=a+(b-a)x;

£, :10,1] — Ja,b]
fx)=a+(b-a)x e;

£, :10,1[ — Ja,b[
f,(x)=a+(b-a)x;

sdo bijetoras, fica demonstrada a proposigéo.

v Como nos exemplos @, @ e ®, ja vimos
que:

=10,1], 10,11, 10,1[ e [0,1[ sdo equipotentes,
entdo pela proposicdo @ podemos afirmar que
todos os intervalos sdo equipotentes.

3 -Proposicao®:

IR ¢ equipotente ] -1,1[

% Demonstragio:

v’ Para demonstrar a afirmagio basta tornar:
f:IR— ]-1,1]

f(X) = arctg X. que ¢ bijetora
A figura da uma imagem de bijec¢fio
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Pela transitividade da relagdo de equipoténcia, e
das proposi¢cdes @ e ® podemos afirmar que:

=IR ¢ equipotente a qualquer intervalo.

& Voltemos agora ao Teorema de Cantor.

Teorema @: Teorema de Cantor.

O intervalo [0,1] ndo ¢ enumeravel.

% Demonstragdo:

v'Suponhamos que [0,1], seja enumeravel.
Entdo, os elementos de A =[0,1], podem ser
escritos numa sequéncia ou seja,

v’ Agora seja a seguinte seqiiéncia de intervalos
fechados de A:
[0,1/3], [ 1/3,2/3],[2/3, 1] €))

=>cada um com amplitude 1/3. E evidente que x,
néo pode pertencer a todos os trés intervalos.

v'Seja: I, =[ a,, b, ], um dos intervalos de (1) tal
que x, £1.

@ Consideremos, agora, os trés seguintes
intervalosde I =[a;, b, ],

[a,,a,1/9][a

+1,a,+2/9],[,,2/9,b,1 (2)
9

=Cada um com amplitude 1/9. analogamente, seja
L, um dos intervalos em

@) quex, £1L.

< Continuando desta maneira, obten-se uma
seqiiéncia de intervalos fechados

L 3 L 31 2w

v’ Tais que:

x, 1, paratodon € N
De acordo com o teorema dos intervalos
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encaixados, existe umreal y € A =10,1], tal que
g pertence a todo intervalo em (3). Masoy e A=
{x,x,x, }=>vy=x,, paraalgum me N.
Entdo, pela nossa consotrugﬁo, Y= X, € |m ,oque
contradiz o fato de que g, pertence a todo ir})tervalo
em (3). Assim, a nossa hipotese de que A €
enumeravel conduz a uma contradic#o.

@ logo, A= [0,1] ndo ¢ enumeravel.

E importante destacar que este resultado
mostrou a existéncia dos nimeros irracionais que
eram combatidos por alguns matematicos da época
de Cantor como Kronocker que dizia: “Deus
criou os inteiros o resto é criacdo dos homens”

O Teorema acima mostrou que N néo €
equipotente a IR e que o infinito dos reais € maior
que o infinito dos naturais.

Cantor chamou de ¢ a poténcia de N e
c, a poténcia de IR , esses niimeros foram
chamados de transfinitos .

Uma pergunta que surgiu naturalmente foi a
seguinte:

Existe um transfinito entre c e ¢, ? Até
a presente data tem uma resposta negativa.
Entretanto sabemos que existem outros numeros
transfinitos “maiores” que c, . Por exemplo €
o chamado multiplo funcional, ou seja, a
totalidade de fungdes que podem ser estabelecidas

entre dois conjuntos.

Hoje, o fato de ndo existir um transfinito
entre ), € %, ¢ chamado de hipétese do
continuo.

Cantor e seus colaboradores construiram
uma aritmética dos transfinitos que entre outras

propriedades tem as seguintes:

@ - X0+X0=Xo

@- n+y, Xy NEN
®-XOXXQ=X0

@ - X X=Xy
®_Xo+ Xi= Xy
®-“00 = 1"
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Infelizmente Cantor morreu num sanatdrio. Nunca
conseguiu ser professor na Universidade de Berlim,
devido a perseguicdo de Kronecker.
Entretanto, teve seu trabalho reconhecido
na famosa frase do ndo menos famoso,
matematico David Hilbert: “Ninguém nos
expulsara do paraiso que Cantor criou para nds”.
Para concluir é importante lembrar que,
gracas a coragem de Cantor, hoje temos a certeza
que a afirmag@o “o todo é sempre maior que as
partes” , fica valido somente para os conjuntos

finitos como afirmou Galileu Galilei.
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