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METODOS NUMERICOS: TECNICA
DOS RESIDUOS PONDERADOS

SELENIO FEIO DA SILVA *

1- INTRODUCAO

Diversos fendmenos fisicos, nas mais diversas
dreas como: Eng?® Civil, Eng® Elétrica, Eng* Mec4nica,
Biologia, Medicina, Geofisica, etc., podem ser
representados por modelos matemdticos a fim de sua
andlise. Geralmente, os modelos matemdticos que
melhor representam estes fendmenos, quando tratados
sem simplificagdes, levam a uma equagio diferencial
que combina varidveis de tal forma que muitas vezes
n4o permitem solucio analitica para a equacio, e vem
a ser solucionado apenas mediante um tratamento
numérico. As solug¢des numéricas constituem, portanto,
em um método alternativo para a solu¢io dessas
equacoes. ’

Representa-se a seguir uma aplicagio
(matemdtica) onde calcula-se a 4rea e o perimetro de
um circulo utilizando as solugdes: analitica (exata) e
numérica (aproximada), a fim de comparar os
resultados e perceber a idéia da solugdo numérica.
Seja o circulo da Figura I de raio =10 cm. Um poligono
regular de 7 lados pode ser inscrito no circulo e a drea
deste poligono, bem como o perimetro, sio dados pelas
formulas

3 .
360 ° e
4="sen ; 2P = 2nr sen ;
2 n n
respectivamente.

circulo de raior

poligono regular
de n lados

Figura 1: Poligono regular de n lados, inscrito em um
circulo de raio r.

A medida que o niimero de lados do poligono
inscrito aumenta, sua 4rea e seu perimetro tendemase
aproximarem da drea e do perimetro do circulo.
Conclui-se, portanto, que a drea e o perimetro de um
poligono de n lados, com n tendendo ao infinito,
representam uma forma aproximada para o cdlculo da
drea e do perimetro do circulo.

* GRADUADO EM ENGENHARIA CIVIL - UFPa ; MESTRADO EM ESTRUTURAS - UnB; PROFESSOR ADJUNTO-I DOS CURSOS
DE ENGENHARIA CIVIL E TECNOLOGIA EM PROCESSAMENTOQ DE DADOS - UNAMA

Tragos, Belém, v.3, n°5, p. 48-54, jun, 2000



49

> Idéia

. =A ., quando n >
circ. pol.

2P, =2P ., quando 7 —>
circ. pol.

Férmula Exata para o cdlculo da 4rea e do perimetro
do circulo: 3
Lo /
- 2
2P =2xr

Férmula Aproximada para o cdlculo da 4rea e do
perimetro do circulo:

A=nr2sen(360 ] .
n ;
180° ;quando n —> ©
2P = 2nr sen
n

ATabela 1, abaixo, compara as duas formulas
acima no cdlculo da 4rea e perimetro de um circulo de
raio 10 cm. Para a férmula aproximada faz-se n tender
20 infinito.

Da Tabela 1, percebe-se que a solugdo
aproximada (para n = 300, com duas casas decimais)
coincide com a solugio exata no que se refere ao
perimetro do circulo; ao passo que a solugio
aproximada (para n = 900, com duas casas decimais)
coincide com a solugfo exata no que se refere a drea e
perfmetro do circulo. Portanto, esta solucdo aproximada
representa um caminho alternativo para o clculo desses
parimetros em fungfo do ntimero de lados do poligono

inscrito no circulo. Vale ainda perceber da Tabela 1,
que 2 medida que o nimero de lados do poligono
inscrito no circulo aumenta ( n — o ), a solugdo
aproximada converge para a solucio exata.

Na Eng®. Civil também existem caminhos
alternativos para solugdes dos problemas, a saber:
Soluco Analitica: utilizada em problemas de engenharia
relativamente “simples” (problemas que néo envolvem
muitas varidveis e nem uma matemdtica muito
complexa). Por exemplo, uma viga prismdtica

biapoiada, de secdo transversal reta e material isotrépico
submetida apenas ao seu peso préprio, apresenta flecha

no meio do vio _Jglt onde:
Y(x)Z3gE1
)
Y, — Flecha
q —» Carga distribuida ao longo da viga
(peso préprio)

1 — Comprimento da viga
E — Mddulo de elasticidade longitudinal
I — Momento de inércia

ii)  Solugdo Experimental: consiste em se tratar o
problema reproduzindo-o em um modelo reduzido
e simulando as condigdes que irdo existir de fato,
ou mesmo reproduzindo em escala natural o
experimento. Esta solucéio permite que se perceba
realmente como a estrutura se comportar, porém,
envolve custo e tempo, fatores muitas vezes
determinantes para nio se usar esta soluco.

Tabela 1: Solugdo Exata e Aproximada no Cdlculo da Area e Perimetro do Circulo

Parametros Solucdo ~
Solucdo Aproximada
Estudados “Exata” gaoAp
‘ n =100 n =300 n = 900
A (cm?) 314,16 313,95 314,14 314,16
2P (cm) 62,83 62,82 62,83 62,83
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iii)  Solugdo Numérica: estd relacionada diretamente
com os métodos computacionais, esta solu¢io
ganhou grande “espaco” na pritica e no préprio
meio académico apés o advento dos
computadores. Sem diivida esta solu¢o apresenta
inimeras vantagens sobre as demais. Em relacio
a soluc¢do analitica, ja4 ndo exige problemas
relativamente simples com tantas particularidades;
e em relacdo a solucdo experimental o tempo € 0
custo sZo consideravelmente reduzidos.

2- FORMULACAO TEORICA

Seja a equacdo diferencial ordindria nio
homogénea de segunda ordem:
d’u
—+
dx
' = solu¢do aproximada
u =u1¢1 +u2¢2 i p

-
C;,xg + 22T -b20> erro

aproximagio (residuo).

MPu=b; emxe0,1]

devido a

Distribuigdo do Erro (R): A distribuicio pode ser
feita de forma discreta ou continua.

Discreta: ZR" W' =0

Continua: I RW dx=0 ;onde R=residuoe

W = fungdo peso (distribui¢go do erro)

Fazendo-se a distribui¢io do erro de forma continua
tem-se a equacio dos residuos ponderados:
IR W dx =0 ; equagio dos residuos ponderados

d’u
dx2

1
[(—+ 220 -b)Wdx=0
0
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2

QU

b 12~ 1
2de+j'/1qux—ijdx=0
0 0

(a) (b)

d(fg) =fdg + gdf < gdf = d(fg) - fdg — [ gdf = fg
-fdg — [ gdf = fg~[ /g (integracio por partes)

S -~

Utilizando integraco por partes no termo (a):

d2u dai |1 ldw aw

g
a) — wde =L w| -2 4
R e A M N
(a;) (az)
Substituindo na equagio (1):
] ~ ~ 1
[-9E o oa2m_eyw pa+ LEw| -0 Q)
0 _dx dx  —— |,
S (b) R
(az) (a;)
Utilizando integragdo por partes no termo (a,):
1 g Iy 42
(ay) > [ 4 gd] _jzd W,
odx dx dly o

Substituindo na equacio (2):

I 2 ~ 1
Had 2z - o a+ Lyl _ g 3)
o ax? dx dx |

> Condigdes de Contorno ( C.C. ) : Correspondem
avalores pontuais previamente conhecidos, relaciona-
dos a fungio.

u=1u (essencial ou Dirichlet)
C.C.
qg= % =g (natural ou Neuman)

Para o Problema em Estudo:

- u=uemx=0
C.C.{

qgq=qem x =1
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Substituindo as condicGes de contorno na equagio (3) e utilizando integracio por partes:

I _d?w
== +(,1217—b)W d+qW| _, —aW| _,- gl gl =0
0| dx N e ly=1 @ lx=0
I_d?w aw |" law aw
[7 de =i -
0 dx? de lg v dx
I du aw 2 aw, aw
B W% B W e+ B —f— aw|. ., -
g{ dx  dx ( ) } udx - x=0+q lx=1
—qWI _p T U— - u =0
x=0 dx x=0 dx x=0
. aw o
“d—  +qW| _, - 9% _0+ﬁdl =0
dx x=0 = = dx x=0
I'fa?yg (ZN ) - __\dW
gdx2+/lu—b de—&q—qv)/V_]x_=J+(u—u)—dx =0
St s ot B s pman g an o) R —_— — —
R ! R x=0
= [RWdx =0 —> Método do Dominio
n
U=y «a j¢ I No caso em que 77 jd satisfaz as condigdes de
Jj=1

1,7=(,¥1¢] +CC2¢2 o

@ j = coeficiente a determinar, que em alguns casos

podem ser associados a valores nodais.

¢ j = fungbes linearmente independentes (conheci-
das): Polindmios de Lagrange, Polindmios Hermitianos,
Fungdes Trigonométricas, etc.

Pode-se escolber 77 , tal que:
a) 7 satisfaz a equagdo diferencial no dominio, mas
ndo satisfaz as condi¢Ges de contorno :

— Método do Contorno.
b) 7 satisfaz as condi¢des de contorno, mas n4o satis-
faz a equagio diferencial no dominio
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contorno (R] =R, =0;R ¢0) tem-se 0s
seguintes caminhos:

i) Método do Subdominio (Subdomain Collocation
Method).

Neste método, o dominio Q2 é dividido em
subdominios (Qi) e a fungdo peso W é tomada igual a
um (1).

[RWdQR=0; Q=Q;+02;+..

n

[RWdQ=0

. o
W =1 em £
w =1 em 02,
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ii) Método de Galerkin ( Galerkin Collocation Method)

Neste método, tanto a fungéo de aproximacio
quanto a fung¢io peso sdo tomadas como combinagio
linearmente independente das fun¢des de forma.

T=3Cig
W=XBvi ; vi=¢
[RW dQ2 =0
Bi |Ry;d2 =0

0

ii) Método Pontual ( Point Collocation Method )
Neste método, a funcio peso é tomada como
a funcdo delta de Dirac:

W=y, :A(xmxj) —  fungdo delta de
Dirac, possui as seguintes propriedades:
0,V x # X j
A(x—xj)= o, Vx=1x;
IA(x—-xj)d.Q =]

[Ra(x-x;)d2 =0
minados pontos)

(residuo zero em deter-

3- APLICACAO: Seja a equagiio diferencial

g
4 u+x=0 ;em xe[O,I] e u=u(x)
a2
As condigdes de contorno sio:
gelr=r=0 p/x=0
u=u=0 p/x=1

'Deseja-se obter a solugzo da equacdo.

“>  SolucZo Exata: u

d?u d(du)
=—-x = —| —|=-x
dx 2 dx \ dx

2 3
d o =—xdx & @=—x—+c & u=—"+ex+d
dx dc 2 6
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u=u=0parax=0 =>d=0

u=u=0parax=1 :>c=—-;—

= y=2_2_ |(solucdo analitica / fechada / exata)

> Solugio Aproximada: {j

Uu=aip;+ay0;

Polindmios de Hermittes: ¢, = x=2x2 +53|;
gy =x" —x7

satisfaz as C (. = Método do Dominio

- Derivadas:

¢}=1—4x+3x2 ) ¢é=3x2_2x
¢ =-4+6x " gy =6x-2

{R1=u—17emx=0 {R2=u—ﬁemx=1
: y R=?

R;=0 Ry=0

d’u
R(aI,az,x)= jrec +x#0

-
d“u
T =a ' tay¢';

R(aj,az,x)=a1 (6x—4)+a2 (6x—2)+x

(i) Método do Subdominio
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Primeiro Dominio:
1
ledx 0 = f[a,(6x—4)+a2(6x—2)+x]dx 0= -125a,-025a;+0.125 =0

Segundo Dominio:

1
Q,: [RI&K=0 = j[a1(6x—4)+a2(6x—2)+x]dx_0:>025a,+125a2 +0.375 =0
7 % T T T T

Escrevendo as equacdes (I) e (II) na forma matricial:

1

~1.25 -025][a;) _[-0.125 z"":E - r ¥
025 125 |lay] |-0375 1| ™ EEah e, THTsTs T
dp ==— ’
3
(i) Método de Galerkin
W=p1y1+PBav2 vi=g yp=x-2x"+x’
[RW d2 =0 Wy =x> —x?
0

!gR(ﬂﬂ//J +Bow2)dR2 =0

1
j'Rl//ld.Q=0:>j{[al(6x—-4)+a2(6x—2)+x]‘(x—2x2+x3)}dx=0:>—4a1+a2 +1=0
0 0

(1)
( 1 3_ .2
jRt//zd.(2=0:>j{[a1(6x—4)+a2(6x—2)+x]-(x -x .)}dx=0:>a1—4a2—1.5=0
Q 0 (IVI)
Escrevendo as equagdes (I) e (II) na forma matricial:
« _ 1
-4 1 2 1 ==
ap | _ -1 o 6
I -4||a, 1.5 1
ajy=——
3
3
~ o d 2, .3 1(.3__2 ~_ X X
u =a1¢1+a2¢2 u=—6—(x—2x +X )—;(x -X ) = u =% p; = u
(i) Método Pontual
w=A4lx-x;) [RW d2 =0
0n
jR(aI,az,x)A(x—xj)dx=0
.Q -
x;=0.25 . .
pontos escolhidos dentro do intervalo
X2 =0.75
R(a1,a2,x)x=o,25=—_12a_1—2_2_+1=0 R(aj,az,x)xzo_”=2ai+10a2_+_3ﬁ0

T
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Escrevendo as equacdes (I) e (II) na forma matricial:

e -0

=ap;+ayp;

1

Su=2- i = u
6 6
4- OBSERVACAO

Da aplicagio anterior percebe-se que a-

~

solucio aproximada 7 obtida pelos Métodos
Numéricos, coincide com a solu¢io exata u (analitica /
fechada) mostrando o poder da Técnica dos Residuos
Ponderados. Vale ainda ressaltar que nem sempre a
solucdo de aproximagdo coincide com a solugdo exata,
porém os valores pontuais da solucdo de aproximagio
7 sdo préximos ou iguais aos valores pontuais da
solucdo exata u, (dependendo das funcdes de forma,
atribuidas 2 solugdo de aproximaco) na regido do
dominio ou na regizo do contorno conforme o método.

5- CONCLUSOES

@) Os resultados numéricos representam um ca-
minho alternativo e confidvel na solugio de
equagdes diferenciais.

(ii) As solugdes numéricas sdo solucdes

aproximadas, porém permitem o controle de
coincidirem com solucdes exatas em
determinadas regides.
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(i) 0s métodos numéricos sao ideais para serem
processados em computadores.

(iv) Quando a solugdo aproximada satisfaz a
equacio diferencial no dominio, mas nfo
satisfaz as condi¢Ges de contorno, diz-se que
o método é de contorno.

) Quando a solugio aproximada satisfaz a
equacio diferencial no contorno, mas nio
satisfaz no dominio, diz-se que o método é de
dominio.
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